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摘  要：经典强度折减法的出发点是对强度值进行折减，进而导致对强度（准则）中的参数使用同一个折减系数。使边坡处

于整体临界平衡状态的折减系数恰是边坡的强度储备安全系数。一些学者陆续提出了对黏聚力和内摩擦角采用不同折减系数

的所谓双折减法，但尚无严格的理论依据。提出双折减法的出发点是对强度（准则）中的参数进行折减，或简称“强度参数

折减”，这样可自然导致采用不同的折减系数，但此时已无法自动得到基于强度储备的安全系数。为此，提出了定义安全系

数的新框架——基于参照边坡的安全系数定义，为双折减法建立了理论基础。将新提出的一种双折减法与经典强度折减法进

行了比较，发现可以将经典强度折减法纳入该双折减法的计算过程，并从理论上证明了该双折减法的安全系数几乎总是小于

经典强度折减法的安全系数，数值模拟实例也证实了这个结论。这表明，经典强度折减法有可能高估了边坡的安全性，建议

的双折减法可作为边坡稳定分析的备选方法之一。 
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Abstract: In the classic strength reduction method (SRM), there is only one strength reduction parameter which can be proved to be 
equal to the definition of factor of safety (FOS) by strength reservation. Some double reduction methods (DRM), in which distinct 
reduction parameters are used for friction angle and cohesion force, have been presented by researchers. In this paper, a new basis is 
established to support the rationality of the double reduction methods, and also a specific definition of FOS is built for a recently 
presented DRM by the authors. A comparison is made between the DRM and the SRM through rigid mathematical proving, which 
shows that the FOS of the DRM is almost always smaller than that of the classic SRM. This conclusion is verified by four numerical 
examples. The research shows that the possibility that the classic strength reduction method (SRM) may overestimate the safety of a 
slope exists. It is advised that the presented DRM be adopted as an additional option in the slope stability evaluations although more 
application experience is expected. 
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1  引  言 

安全系数与最危险滑面的确定是边坡稳定性分

析的两个核心内容。这两个工作不是孤立的，是一

个优化问题中的两个方面，前者需要以后者作为计

算的位置，后者则需要以前者为目标函数。极限平

衡法是一种很早就被建立起来的计算边坡安全系数

的方法，在过去几十年中得到了广泛应用，积累了

大量经验。强度折减法是计算边坡安全系数的另一

方法，Zienkiewicz 于 1975 最先提出和使用的[1]。该

方法最初只是作为用有限元法计算安全系数的一个

技巧，在 1992 年被 Matsui 等命名为强度折减法[2]。

与有限元法结合形成的所谓有限元强度折减法，不

仅可以计算边坡安全系数，而且比极限平衡法具有
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额外优点[3－5]。例如，能够计算边坡的变形、破坏

过程等。随着计算机和数值分析软件的发展，强度

折减法获得广泛的研究和应用。 
在经典强度折减法中，黏聚力 c 和 tan（ 为

内摩擦角）这两个参数的折减系数是相等的（称为

等比例折减，或称单一折减法，简称“单折减法”，

英文简称为 SRM），并且可以证明，安全系数恰好

等于边坡整体临界失稳时的折减系数。近年来，一

些学者陆续提出对 c 和 tan 采用不同折减系数的

所谓“双折减法”[6－14]（英文简称为 DRM），甚至

发现双折减法的安全系数比传统的单折减法的安全

系数小[10]。国内较早研究双折减法的唐芬等认为[7]，

c 和 tan 应采用不同的折减系数。然而，采用两个

折减系数时，可能的折减路径有无穷多个，如何确

定双参数的折减路径是不清楚的，即使找到了折减

路径，得到的折减系数也不再自动等于安全系数，

此时边坡安全系数究竟如何定义也未见论证和探

讨。袁维等[15]建议了一个双折减法，并提出了基于

参数拟合的配套折减原则，以避免对 c 和 tan 进行

任意折减的盲目性。最近，白冰等[16]又提出了一个

新的双强度折减法，不仅给出了确定的折减路径，

而且给出了双折减法安全系数的一个新定义，但利

用两个系数进行折减的合理性迄今仍未见严格的论

证，并且也未见双折减法安全系数与经典强度折减

法安全系数的严格比较。 
本文拟给出双折减法中采用两个折减系数的依

据，为双折减法建立理论基础，并论证文献[16]定义

的双折减法安全系数与经典强度折减法的安全系数

的关系，最后，通过数值模拟算例进一步验证这种

关系。 

2  双折减法的理论依据 

文献[6－7]认为，强度参数 c 和 在边坡发生

滑动时发挥的作用不同、发挥作用的先后秩序不同

以及衰减的速度也不同。据此认为 c 和 应采用不

同的折减系数更符合实际，并将这两个折减系数称

作双安全系数。但若边坡真的处于破坏演化的过程

中，这个论断是应被接受的。然而，对于安全系数

大于 1.0、处于稳定状态的边坡，其破坏过程显然是

不存在的，而用强度折减法分析时，被折减后的 c
和 也不再是该边坡的真实强度参数。虽然强度折

减法的分析过程中存在着不断折减强度参数的过

程，即介质强度参数劣化的过程，但这个过程是虚

拟的，是真实边坡所不存在的。因此，双折减法的

存在性可能需要寻找新的依据。 

换一种观点看待安全系数的定义是有可能为双

折减法的合理性找到依据的。事实上，根据经典强

度折减法的实施过程可知，强度折减法的实质是以

边坡初始抗剪强度 为初值不断折减，以寻找恰好

使边坡处于临界失稳状态的抗剪强度值 （简称 
临界抗剪强度），两个抗剪强度的关系为：   / k 。

简单变换该式，即得 /k    。因此，安全系数即

折减系数，是初始抗剪强度与临界抗剪强度的比值。

然而，临界抗剪强度 并不属于原边坡，真实过程

中边坡也不一定发生的滑动，它只是一个虚拟值。

为了赋予这个虚拟值以一定的物理内涵，可以用下述

方式重新阐释经典强度折减法定义安全系数的过程。 
设存在两个边坡 A 和 B，边坡 A 是待评价的真

实边坡，边坡 B 是潜在的参照边坡，并且恰好处于

临界失稳状态，边坡 B 和边坡 A 只有抗剪强度材料

参数不同，其余的所有方面，如几何、边界条件以

及其他物性参数等均完全相同。这样的设置，使得

边坡 A 和边坡 B 在安全度上具有完全的可比性，因

而，可以将边坡 B 作为边坡 A 安全度的参照物，进

而用边坡A的某种属性与边坡B的同一属性的比值

定义边坡 A 的安全系数 sF ，即 

s
A B
B

F  
边坡 的某种属性

边坡 的安全系数
边坡 的某种属性

 （1） 

可以选择两个边坡的抗剪强度值作为关键属

性，同时考虑到边坡 B 恰好处于临界失稳状态，其

安全系数为 1.0，这样，边坡 A 的安全系数按照式

（1）的思想，即可表达为（带“”的为边坡 B 的

值，下同）， 

f
s

f

1.0F 


 


             （2） 

式中： f 和 f 分别为边坡 A 和 B 的抗剪强度。 
对于经典的强度折减法，安全系数完全可以用

上式的定义得到。只是，在这种方法中，参照边坡

B 是边坡 A 折减后的边坡，并且其抗剪强度为 f    

k

，因此，边坡 A 的安全系数为 

f
s

f
1.0F k

k




               （3） 

这就是经典强度折减法的安全系数。将把上述

重新看待经典强度折减法安全系数定义的过程称为

“参照边坡”观点。按照这一思想，对于符合摩尔-

库仑（Mohr-Coulomb）强度准则的边坡 A，其参照

边坡B的抗剪强度可以从边坡A按照某种方式变化

过来，但变化方式不一定都是采用除以某个折减系
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数这个途径，完全可以通过其他方式调整边坡 A 的

c 和 tan 这两个强度参数得到： 

1 2

tan,  tancc
k k


             （4） 

这就是双参数的强度折减法。其中， 1k 和 2k 分

别为两个强度参数的折减系数。至于双折减法的安

全系数的具体定义，只需要遵循式（1）的原则即可，

不一定非要基于这两个折减系数，因此也是不惟一的。 

3  一种双折减法概要 

文献[16]提出的双折减法正是来自于第 2 节中

“参照边坡”观点的指导。从几何上看，经典强度

折减法是根据初始的 Mohr-Coulomb 强度曲线，去

寻找一条新的强度曲线使得边坡恰好整体失稳，这

条曲线，称为临界强度曲线，它是参考边坡 B 的强

度性质。这个过程在几何上就是一个初始强度曲线

在   坐标系中移摆的过程。在 ( , tan )c    
( , tan )c   过程中理论上有无穷多个路径，但问题的

核心是寻找参照边坡 B 的临界强度曲线。当然，为

了得到这个临界强度曲线，可以采用在 1 2( , )k k 空间

中搜索的方式得到，也可以利用其他途径得到。一

旦得到了临界强度曲线，也自然可以反求出这对折

减系数，文献[16]恰是采用了后一种方法。 
为了寻找这样的临界强度曲线，可以去寻找边

坡单元应力圆公切线的方式得到。这条公切线应该

满足两个条件： 
（1）该公切线对应的强度参数恰使边坡临界失

稳。 
（2）该公切线能够与尽量多的单元应力圆相切，

亦即更贴近尽量多数目的单元应力圆。 
我们称这条公切线为使边坡发生临界失稳的那

些应力圆的“临界最大公切线”，之后就需要定义和

计算边坡的安全系数，最终找到的“临界最大公切

线”与 N 个单元的应力圆相切，则定义边坡的安全

系数为全部公切点处对应的边坡A的抗剪强度之和

与公切点对应 B 边坡（参照边坡）的临界抗剪强度

之和的比值[16]，即 

f
1

s

f
1

i

i

N

i
N

i

F














               （5） 

式（5）中，分子表示全部公切点处对应的边坡

A的抗剪强度之和，分母表示公切点对应 B 边坡（参

照边坡）的临界抗剪强度之和。 
关于双折减法的详细过程可参见文献[16]，此

处重新阐述该方法的概要是为后续进行安全系数的

比较做准备。 

4  两类折减法安全系数的比较 

4.1 一个单元上的充分必要条件 
文献[16]提出了材料点上的安全系数，或点安

全系数。对于常应变单元，它就是单元安全系数。

在应力圆上单元安全系数是指应力圆上各点对应的

抗剪强度与该点剪切应力比值中最小的那个，如图 1
中的点 F。 

 

 
图1  一个点的应力圆，Mohr-Coulomb强度线 

以及点安全系数[16] 

Fig.1  Stress circle at a material point, strength line  
and material safety factor 

 
为了比较经典强度折减法与双折减法安全系数

的关系，先提出在一个单元上使用双折减法时的充

分、必要条件。 
（1）充分条件 
如果在一个单元上使用双折减法，折减系数分

别为 1k 、 2k ，并且最终使单元失稳的临界强度曲线

是过 F 点的切线，那么必有 1 2k k ，即找到这条临

界强度曲线的折减法一定是经典强度折减法。 
（2）必要条件 
对于初始的材料强度曲线，如果用相等的折减

系数 1k 、 2k ，即采用经典强度折减法去寻找与单元

应力圆相切的临界失稳强度曲线，那么切点也一定

是点 F，即在应力圆上对应的抗剪强度与该点剪切

应力比值中最小的那个点。 
4.2  用双折减法实现经典强度折减法 

经典强度折减法和双折减法定义安全系数都符

合我们的参照边坡思想。但经典强度折减法寻找临

界强度曲线的方法是不断试探折减系数，而双折减

法则是寻找使得边坡临界失稳的最大公切线，即用

公切线单元的搜索代替了单一折减系数的搜索。为

了定量比较两个折减法所得安全系数的大小，必须

用同一套流程来阐述这两种方法。事实上，可以用

F 

G 

C 

 

 o 
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双折减法的思路来重新阐释经典强度折减法。 
经典强度折减法不断试探单一的折减系数，在

几何上也正是去寻找参照边坡的临界强度曲线。对

于一个包含多于两个单元的边坡网格，可以这样设

想：根据 4.1 节的充分必要条件，在强度折减过程

中，每一次折减后的有限元计算，总是得到一个新

的强度曲线，这个强度曲线总是有一个应力圆和它

相切于点 F。当折减系数对应的临界强度曲线恰好

使边坡临界失稳时，也会有一个应力圆恰好与该临

界强度曲线相切于点 F。全部折减过程对应的应力

圆点 F 组成一个集合。因此，经典强度折减法搜索

临界折减系数的过程也可以看作从这个切点 F集合

对应的单元集合中搜索出那个关键的单元。 
当边坡做了有限元初始化计算以后，每个单元

都存在一个应力圆，这个应力圆的集合就可以作为

搜索上述关键单元的集合。具体的计算过程如下： 
（1）用边坡的材料参数进行初始化计算，得到

初始化应力场等，可以采用 FEM 或 FLAC 程序。 
（2）计算每个单元的单元安全系数。将这些单

元按照其安全系数的升序排列，形成的有序单元集

合记为 E。 
（3）在集合 E 内循环，搜索出点 F 的切线，恰

好使边坡整体失稳的单元，则这个过点 F 的切线就

是临界强度曲线。 
（4）计算边坡安全系数，即折减前后两条强度

曲线上任意一点抗剪强度的比值，也就是该切点的

单元安全系数。 
4.3  两种折减法安全系数的比较 

至此可知，经典强度折减法和双折减法两个计

算流程的核心都是搜索一个临界强度曲线，并且都

在相同的网格单元和初始化应力上进行。搜索过程

主要有两个差别：①二者搜索的单元集不同，经典

折减法只要搜索到一个单元即可，而双折减法则要 
 

搜索到最大公切单元；②安全系数的定义不同。 
在经典强度折减法中，当一个单元屈服，并且

过其点 F 的切线恰好使边坡整体屈服时，那么所有

比该单元安全系数更小的单元，必然已经屈服。在

几何上，这些具有较小安全系数的单元必然与待搜

索的强度曲线相割。设边坡剖分的单元数目为 n，
在进行数值计算后，其每个单元按照单元安全系数

的升序排列为集合  1 2, , , nY Y Y Y  ， iY 表示第 i 个
单元。设临界强度线恰好与单元 mY 相切，因而与

1Y ～ 1mY  这些单元相割。而在双折减法中，同样的

单元集 Y，拟搜索的临界强度曲线不仅与其中至少

两个单元相切（两个单元的公切线），而且被要求与

尽量多的单元相切（最大公切线）。 
设双折减法中用到的单元集中，单元安全系数

最大的那个单元为 gY ，可以证明下面命题成立：若

有 g m≤ ，用同一套网格和初始化应力，双折减法

安全系数 sdF 总是小于经典折减法安全系数 scF ，即

sd scF F 。 
首先，证明 g m 时命题成立。 
图 2 是边坡应力 Mohr 圆和强度曲线 1S ，实线

应力圆表示进行一次稳定计算得到全部单元的应力

状态（因篇幅所限，只绘出一部分），并且这些应力

圆被按照其单元安全系数从小到大排列（ 1C ～ 

mC ）。设用双折减法得到的临界强度曲线为直线 1t ，

为了叙述简便，在不引起歧义时，它与应力圆 1C ～

mC 的切点仍然记为 1C ～ mC （图中浅色点）。实心

应力圆上的黑点 1B ～ mB 则是这些应力圆上的最小

安全系数点。 
根据单元安全系数的定义，应力圆 mC 对应的单

元安全系数为 
s

s
mm

m

BC

B

F



                （6） 

     
图 2  用于两种方法安全系数比较的单元应力状态 

Fig.2  Stress circles used to determine the FOSs by SRM and DRM 

 

1s  

 

B1 
C1 C2 C3 C4 Ci t1 

Cm 

Bm = Rm 
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Ri 
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式中：

mB 为点 mB 的剪应力；
m

s
B 则是点 mB 对应的

抗剪强度，位于强度曲线 1S 上。 
对于经典强度折减法，设应力圆 mC 恰是搜索到

的使边坡发生整体失稳的那个单元的应力状态。绘

一条切应力圆 mC 于 mB 的切线 2t ，该切线的纵截距

必然大于 0（小于或等于 0 的在搜索过程中已被排

除）。然后在实线应力圆对应处总是可绘出与 2t 相切

的应力圆（图中的虚线应力圆 1R ～ iR ），这些应力

圆数目与实心应力圆数目相等。根据 4.1 节的充分

必要条件，这些虚线应力圆的单元安全系数都等于

mR （即 mC ）的单元安全系数，也就是经典折减法

对应的边坡安全系数，即 
s ss

sc= i m

i m

R cR

R R c

F
 

  
    �1

1

      （7） 

式中：
iR 为切点的剪应力； s

iR 为切点在强度曲线

上对应的抗剪强度，“�”表示“记作”。 
从式（7）有下式成立： 

s
s

i
m

m
i

m

R
C i

m
C

R
i



 









1

1

             （8） 

由于单元 1C ～ mC 已经按其单元安全系数从小

到大排列，故有 
s ss s

sc
i m

i m

C CC C

C C C C

F
  

   
   �1 2

1 2

       （9） 

根据双折减法安全系数的定义式（5），有 
s

sd
1

1

i

i

m

C
i
m

C
i

F












             （10） 

根据式（9），有 
s

sci iC CF               （11） 

由式（7）、（10）、（11），得 

s
ssc

=11
sd

1 =1

s

1
c

1

s

ii
m

m
i i

i

i

m

C
i
m

C
i

mm

RC
Ci
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C R
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F F
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








  （12） 

至此，证明了 g m 时双折减法的安全系数总

是小于经典折减法的安全系数。 
再来看 g m 时的情形。 
从式（7）仍然有下式成立： 

s
s

i
m

m
i

g

R
C i

g
C

R
i



 









1

1

            （13） 

因此，有 

s
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=11
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1 1
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1
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1
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  （14） 

命题仍然成立。 
但当 g m 时，严格给出两个安全系数的关系

较为困难，需要进一步的研究工作。 

5  算  例 

文献[16]曾给出两个边坡算例（图 3），初步实

证了双折减法与经典强度折减法安全系数的关系。

两个边坡的材料参数完全相同（见表 1），只是坡角

不同，计算结果见表 2。 

 

 
(a) 边坡 A 的构形（坡角=63°） 

 

 
(b) 边坡 B 的构形（坡角=34°） 

图 3  两个边坡的几何构形 
Fig.3  Initial configurations of two slopes 

 
表 1  边坡材料参数 

Fig.1  Material parameters 
重度 

/ (kN/m3) 
体积模量 

/ MPa 
剪切模量 

/ MPa 
黏聚力 

/ kPa 
摩擦角 

/ (°) 
25 8.333 4.846 42 27 

 
表 2  边坡安全系数计算结果 

Table 2  FOSs from two methods 

边坡 
坡角 

/ (°) 

安全系数 

经典SRM法 双折减法 

A 63 1.021 1.006 

B 34 1.710 1.239 
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本文增加两个算例，以进一步证实第 4 节中双

折减法与经典折减法安全系数的大小关系。我们仍

然只讨论安全系数大于 1.0 的稳定边坡。基本保持

原算例的材料参数，新设置两个坡角，边坡构形见

图 4。具体模拟参数见表 3，安全系数计算结果见表

4。 
 

 
(a) 边坡 C 的构形（坡角=75°） 

 

 
(b) 边坡 D 的构形（坡角=15°） 

图 4  新增两个算例边坡的几何构形 
Fig.4  Initial configurations of two new slopes 

 
表 3  新增算例边坡材料参数 

Table 3  Material parameters of new example 
边坡 

/ (kN/m3) 
体积模量 

/ MPa 
剪切模量 

/ MPa 
黏聚力 

/ kPa 
摩擦角 

/ (°) 
20 8.333 4.846 42 27 

 
表 4  新增算例边坡安全系数计算结果 

Table 4  FOSs from of new example 

边坡 
坡角 
/ (°) 

安全系数 

经典SRM法 双折减法 

C 75 1.098 1.049 
D 15 3.379 3.033 

 

从上述 4 个算例结果可以看出，文献[16]所提

的双折减法的安全系数都比经典 SRM 法小，这实

证了本文的理论比较结果。 

6  讨  论 

在 4.2 节中，将经典强度折减法搜索折减系数

（亦即该法的安全系数）的过程阐释为寻找临界单

元安全系数的过程，认为二者是等价的。但折减系

数属于连续实数区间，而寻找临界单元则是在边坡

有限个单元的集合上进行的，该集合中的全体单元

安全系数不仅是不连续的，而且其范围也可能与折

减系数的搜索范围不一致。这是将经典折减法纳入

双折减法框架产生的主要差别。 
一般而言，对于实际边坡划分的单元数目巨大，

单元安全系数之间必然十分稠密，并且这些单元安

全系数的覆盖范围也容易接近折减系数的搜索范

围。因此，从近似计算和实用的角度，笔者认为，

采用边坡包含有限个离散元素的单元安全系数集作

为搜索范围是可接受的。 

7  结  论 

（1）本文提出定义安全系数的“参照边坡”观

点，为双折减法建立了理论依据。这进一步导致了

边坡安全系数定义的新体系。经典强度折减法中安

全系数的实质是基于强度储备的安全系数定义，而

本文的“参照边坡”观点引出的安全系数定义，我

们将其称为“基于参照边坡的安全系数定义”。 
（2）基于上述思想的安全系数的具体定义不是

惟一的。本文介绍了文献[16]基于这一思想给出的

一个具体的安全系数的定义。 
（3）经典强度折减通过折减强度值进而导致对

强度（准则）中各参数的等比例折减，即只有一个

相同的折减系数，因此，的确“名副其实”——强

度折减法；而本文的双折减法，出发点是折减强度

准则中的参数，从而间接折减了强度值，因此，确

切而言，笔者所开发的双折减法应是一种“参数折

减法”。显然，按照这一思想，折减的参数的数目可

能是两个，也可能是多个，这取决于所选择的强度

准则。 
（4）阐释了强度折减法求解安全系数的本质，

给出了其几何意义，介绍了双折减法的实施流程，

并且将经典折减法纳入双折减法。 
（5）从理论上比较了经典强度折减法与所提出

的双折减法安全系数的关系，即证明了如下命题：

对于用同一套网格和初始化应力的边坡，按单元安

全系数升序排成有序集合，若用于双折减法安全系

数计算的单元，在集合中的序号 g 小于或等于用于

经典折减法计算的单元在其中的序号 m，则双折减

法安全系数 sdF 与经典折减法安全系数 scF 的关系

为： sd scF F 。 
（6）对坡角分别大于或小于 45°的 4 个边坡进

行了分析计算，得到的双折减安全系数均小于经典

折减法，佐证了结论（5）。 
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（7）经典强度折减法安全系数可能高估了边坡

的安全系数，双折减法及其安全系数可作为边坡分

析的一个新的选项。 
致谢：感谢中南大学林杭副教授在研究过程中的有益讨

论和热情帮助。 
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